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与“费马点”相关问题的处理策略

    费马点的定义:

    如图1，在任意
[image: image1.wmf]ABC

D

中，点
[image: image2.wmf]P

是三角形内任意点，当
[image: image3.wmf]PAPBPC

++

的和最小时，点
[image: image4.wmf]P

即为
[image: image5.wmf]ABC
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的费马点.此时，
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.

    本文着重研究与“费马点”相关的“三线碰头”问题的处理方法.

[image: image7.emf]
一、与“碰头三线和”有关的问题

例1  如图2，在
[image: image8.wmf]RtABC

D

中，
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，
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，在
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D

内部是否存在一点
[image: image12.wmf]P

，使得
[image: image13.wmf]PAPBPC
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的和最小?若存在，请求出这个最小值;若不存在，请说明理由.
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    分析  
[image: image15.wmf],,

PAPBPC

形成“三线碰头”基本图形，我们尝试通过适当变换将三条未连接的“碰头三线”转化为连接的三折线.于是，将含有两条动线
[image: image16.wmf],

PAPB

的
[image: image17.wmf]PAB
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绕点
[image: image18.wmf]A

顺时针旋转60°至
[image: image19.wmf]NAM

D

，连结
[image: image20.wmf]NP

(如图2).

    该旋转变换的四大作用是:

    ①通过全等变换(
[image: image21.wmf]PABNAM
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)将线段
[image: image22.wmf]PB

转化为等长线段
[image: image23.wmf]NM

;

    ②通过出现的等边
[image: image24.wmf]PAN

D

使线段
[image: image25.wmf]PA

转化为等长线段
[image: image26.wmf]PN

;

    ③由①②实现“碰头三线”、“连接三折线”的转化;

    ④使
[image: image27.wmf]6060120
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，从而可以构造含有特殊角60°的直角三角形，通过解直角三角形求线段和的最小值.

    所以，由“两点之间，线段最短”得知，如图3，当
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共线时，
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image31.wmf]CM
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    作
[image: image32.wmf]MDCA
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的延长线于点
[image: image33.wmf]D

，通过解
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与
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求出
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的长度即可.

    注需要说明的是，在该题中，因为
[image: image37.wmf]ABC

D

的三个内角均为特殊角，旋转方式可有多种，读者可自行研究.

    变式1  如图4，菱形
[image: image38.wmf]ABCD

的对角线
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上有一动点
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，且
[image: image41.wmf]6

BC

=

，
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，求
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的最小值.

分析如图4，连结
[image: image44.wmf]BD

，则问题变为“碰头三线和的最小值”问题，且
[image: image45.wmf]75
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.仿例1，当绕点
[image: image46.wmf]A

旋转时，因为“30°+旋转角60°=90°”，所以将
[image: image47.wmf]APD

D

绕点
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逆时针旋转60°，连结
[image: image49.wmf]MB

，线段
[image: image50.wmf]MB

的长即为三线和的最小值.
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    变式2  如图5，在平面直角坐标系中，点
[image: image52.wmf](4,0)
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、点
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，点
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是直线
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上一个动点，连结
[image: image56.wmf],
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，当
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的和最小时，求点
[image: image58.wmf]P

的坐标及其最小值.

    分析  这依然是“碰头三线和的最小值”问题.如图5所示，由题意可知
[image: image59.wmf]45
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.因为在顶点
[image: image60.wmf]A

或
[image: image61.wmf]B

处旋转均有“45°+旋转角60°=105°非特殊角”，而在顶点
[image: image62.wmf]O

处有“90°+ 60°=150°特殊角”，所以旋转中心应定在
[image: image63.wmf]O

点.将
[image: image64.wmf]APO
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绕点
[image: image65.wmf]O

逆时针旋转60°，连结
[image: image66.wmf]BD

，线段
[image: image67.wmf]BD

的长即为三线和的最小值.点
[image: image68.wmf]P

即为直线
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与直线
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的交点.

    变式3  如图6，已知正方形
[image: image71.wmf]ABCD

内一点
[image: image72.wmf]E

，
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到
[image: image74.wmf],,

ABC

三点的距离之和的最小值为
[image: image75.wmf]26

+

，求该正方形的边长.

[image: image76.emf]
    分析  本题是已知“碰头三线”之和的最小值，求正方形的边长，是典型的正向问题(求最小值)逆向(最值已知)命题的方式.由于在顶点
[image: image77.wmf]A

或
[image: image78.wmf]C

处均有“45°+旋转角60°=105°非特殊角”，而在顶点
[image: image79.wmf]B

处有“90°+旋转角60°=150°特殊角”，所以旋转中心定在
[image: image80.wmf]B

点.将
[image: image81.wmf]AEB
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绕点
[image: image82.wmf]B

逆时针旋转60°，如图6,设正方形边长为
[image: image83.wmf]2
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.在
[image: image84.wmf]RtCGF
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中，由勾股定理，得
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，

解得
[image: image86.wmf]1
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所以正方形边长为2.

    解题小结通过以上分析可知，与“碰头三线和”有关的问题的处理策略为:三线碰头思旋转，旋转中心巧斟酌;折变直求最小值，构造并解直角三角形.即“形外”旋转60°→等边三角形(等长转化)。连接三折线。折化直(两点之间，线段最短)。构造并解直角三角形.

    二、与“碰头三线和”无关的问题

    例2  如图7，等边
[image: image87.wmf]ABC
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中，已知
[image: image88.wmf]3,4,5,
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是三角形内一点，求
[image: image89.wmf]APB
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的度数.

    分析  条件信息“
[image: image90.wmf]3,4,5

PAPBPC

===

”与待求问题的关系并不明显.但仔细审题便可注意到，“3，4，5”是一组勾股数，虽然三条线段在图中的位置关系并非直角三角形，但可以尝试通过旋转变换将三条线段转化到一个三角形中.比如将
[image: image91.wmf]APB
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绕点
[image: image92.wmf]B

顺时针旋转60°至
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 (如图7)，则
[image: image94.wmf]4
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，
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.在
[image: image96.wmf]RtPQC
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中，由“勾股定理逆定理”得
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，所以
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    注  ①因为
[image: image100.wmf],,
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这三条线段具有同等地位，所以以其中任一线段为腰顺时针或逆时针旋转60°均可.

    ②本题也可看作在等边
[image: image101.wmf]ABC
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的背景下重新构造一个新等边
[image: image102.wmf]PBQ
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，使得
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与
[image: image104.wmf]PBQ
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构成等边三角形“手拉手”基本模型，易证
[image: image105.wmf]APBCQB
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，所以
[image: image106.wmf]3
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，其余思路同上.

    变式1  如图8，等边
[image: image107.wmf]ABC
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中，已知
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，求
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的面积.

    分析  “三线碰头思旋转”，因为“
[image: image110.wmf]1,2,3

”依然是一组勾股数，所以依然可以通过旋转60°变换将其转化到一个三角形中解决问题.选取第2大长度的线段
[image: image111.wmf]PC

为腰，绕点
[image: image112.wmf]C

顺时针旋转60°，如图8，易得
[image: image113.wmf]90
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，
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，所以
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在
[image: image116.wmf]RtBPC
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中，由勾股定理求得
[image: image117.wmf]7
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，所以
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.

    变式2  如图9，
[image: image119.wmf]RtABC
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中，
[image: image120.wmf]90
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，
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，
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是三角形内一点，已知
[image: image123.wmf]1,2,3

PAPBPC
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，求
[image: image124.wmf]APB
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的度数.

    分析  因为“1，2，3”不再是勾股数，所以再通过旋转60°进行等长线段转化毫无意义.但是这三条线段的数值存在这样的关系:
[image: image125.wmf]222
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，即
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，所以
[image: image127.wmf]PA

，
[image: image128.wmf]2
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，
[image: image129.wmf]PC

构成直角三角形.因为在任意等腰直角三角形中，底边和腰长之间存在关系“底边=
[image: image130.wmf]2

腰长”，所以将线段
[image: image131.wmf]PB

绕点
[image: image132.wmf]B

逆时针旋转90°至
[image: image133.wmf]BD

(如图9)，连结
[image: image134.wmf],

PAAD

，可得等腰
[image: image135.wmf]RtPBD
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，所以底边
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，实现了“隐形线段
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PB

、显性线段
[image: image138.wmf]PD

”的转化.易证
[image: image139.wmf]ABDCBP
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，所以
[image: image140.wmf]3
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，由“全等三角形对应边相等”，实现了等长线段转化.在
[image: image141.wmf]RtADP
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中，由“勾股定理逆定理”，可得
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，所以
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    注  ①本题也可看作在等腰
[image: image145.wmf]RtABC
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的背景下重新构造一个新的等腰
[image: image146.wmf]RtDBP
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，
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与
[image: image148.wmf]DBP

D

形成等腰直角三角形“手拉手”模型.易证
[image: image149.wmf]ABDCBP
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，所以
[image: image150.wmf]3
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，其余思路同上.

    ②该题中
[image: image151.wmf],,
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，
[image: image152.wmf]APB

Ð

之间是“知三求一”的关系，可自行尝试计算.

变式3  如图10，正方形
[image: image153.wmf]ABCD

内有一点
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，满足
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.求
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的度数和正方形
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的边长.
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    分析  因为
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，所以
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，
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，
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构成直角三角形.如图10，将线段
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绕点
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顺时针旋转90°至线段
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，连结
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，则可得等腰
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，所以
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image170.wmf]4
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.由等腰直角三角形的腰底关系实现了“隐形线段涯
[image: image171.wmf]PA

→显性线段
[image: image172.wmf]PE

”的转化.易证
[image: image173.wmf]APDAEB
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，所以
[image: image174.wmf]17
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，由“全等三角形对应边相等”实现了等长线段转化.在
[image: image175.wmf]RtPBE

D

中，由“勾股定理逆定理”，可得
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，所以
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.作
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的延长线于点
[image: image179.wmf]F

，可得等腰
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，解
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和
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即可求出
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的长.当然也可将线段
[image: image184.wmf]PA

绕点
[image: image185.wmf]A

逆时针旋转90°进行转化，不再赘述.

    解题  小结与“碰头三线和”无关的问题(如求角度、求边长等)的处理策略为:

    “三线碰头”思旋转:一条线段通过全等变换转化为另一条线段;一条线段通过旋转得到的等腰三角形进行腰底转化.

    旋转角度细斟酌:等长变换转60°;扩大
[image: image186.wmf]2

倍转90°;由此推出扩大
[image: image187.wmf]3

倍转120°.

    三、“加权费马点”的问题

    例3  如图11，等边
[image: image188.wmf]ABC

D

的边长为1，在平面内找一点
[image: image189.wmf]P

，使得:

    (1)
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的和最小，并求其最小值;

(2)
[image: image191.wmf]2

PAPBPC

++

的和最小，并求其最小值.

[image: image192.emf]
    解析  (1)如图11，将
[image: image193.wmf]PBC
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绕点
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顺时针旋转60°至
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，连结
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，则
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.所以
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，当且仅当
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四点共线时取等号，即
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.在
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中，
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，
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，所以
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，即
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的最小值为
[image: image206.wmf]3

;

(2)如图12，将
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绕点
[image: image208.wmf]B

顺时针旋转90°至
[image: image209.wmf]EBF
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，连结
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，则
[image: image211.wmf]2
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，
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.所以
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PAPBPCAPPEEFAF

++=++³

，当且仅当
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四点共线时取等号，即
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.作
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延长线于点
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，则
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.在
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中，因为
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，所以
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，
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.在
[image: image223.wmf]RtADF

D

中，由勾股定理求出
[image: image224.wmf]AF

的值即可.

    解题  小结此例为“加权费马点”问题，解决这类问题需要先找准“碰头三线”基本图形，再作旋转变换，旋转度数取决于加权线段前面的系数，然后利用等腰三角形的性质实现底腰转化，连接三折线，当折化直时，构造并解直角三角形即可.
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